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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕРМОДИНАМИКА КРИСТАЛЛОВ 
В КОРРЕЛЯЦИОННОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 

 
Профессор Николаев П.Н. 

 
Метод корреляционного разложения является исключительно важ-

ным подходом при построении статистической термодинамики [1,2]. В 
наибольшей мере это проявляется при описании кристаллического состоя-
ния вещества. Данный подход начал использоваться еще в основопола-
гающих работах Эйнштейна [3]. Но в силу того, что при низких темпера-
турах в то время он не был способен описать поведение теплоемкости при 
стремлении абсолютной температуры к нулю, в дальнейшем стал исполь-
зоваться подход, основанный на введении представлений о фононном 
спектре как точном решении задачи N тел в гармоническом приближении. 

При исследовании твердых тел вблизи температуры плавления, а 
также сильно ангармонических кристаллов при произвольных температу-
рах, было показано, что гармоническое приближение как основное здесь не 
применимо [4]. В этом случае удобнее использовать корреляционное при-
ближение. В то же время встал вопрос о том, насколько применимо корре-
ляционное разложение при низких температурах. 

Для решения данной проблемы в настоящей работе  используется 
метод Боголюбова для матриц плотности [5]. Здесь решается квантовая це-
почка уравнений для таких матриц. Рассматриваются системы с двухчас-
тичным взаимодействием. В этом случае достаточно найти бинарную мат-
рицу плотности. Это позволяет определить внутреннюю энергию и давле-
ние кристалла в корреляционном приближении. Обобщение  на системы с 
многочастичным взаимодействием очевидно. В отличие от однородных 
систем проблема термодинамического согласования уравнений состояния 
для упорядоченных систем не является определяющей. Поэтому найден-
ные с использованием двухчастичной матрицы плотности уравнения со-
стояния, как правило, термодинамически согласованы в пределах исполь-
зуемой точности рядов теории возмущений. 

Выражение для внутренней энергии позволяет найти энергию основ-
ного состояния системы в виде корреляционного разложения. Аналогичное 
выражение может быть получено и в рамках модели Дебая, а также как 
точное решение задачи в гармоническом приближении для определенной 
структуры кристалла. Таким образом, можно сопоставить различные под-
ходы и сравнить результаты основных приближений. 

Расчеты, проведенные для корреляционного разложения, показали, 
что корреляционные вклады позволяют говорить о сходящемся ряде тео-
рии возмущений даже при нулевой температуре. В итоге мы имеем связь 
между температурами Эйнштейна и Дебая, а также средней скоростью 
звука. Это позволяет оценить степень точности полученных теоретических 
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результатов по имеющимся экспериментальным данным. Кроме того, мы 
получаем целый ряд соотношений, связывающих независимо полученные 
экспериментальные данные [6].  

Для ускорения сходимости рядов корреляционной теории возмуще-
ний использование того или иного подхода определяется рассматриваемой 
областью фазовой диаграммы и особенностями потенциала взаимодейст-
вия. В рассматриваемой низкотемпературной области в большинстве слу-
чаев можно ограничиться методом аппроксимант Паде, за исключением 
сильно ангармонических кристаллов. В последнем случае важен учет ко-
роткодействующих корреляций и ускорение скорости сходимости следует 
проводить на основе анализа поведения статистической суммы. Это осо-
бенно актуально при изучении кристаллов гелия. Для них само корреляци-
онное разложение не сопряжено с какими-либо дополнительными пробле-
мами по сравнению с обычными кристаллами. Но в силу особенностей 
системы, связанных со слабостью взаимодействия частиц по сравнению с 
их средней кинетической энергией, в данном случае совершенно особое 
место занимает проблема учета ангармонических членов [7].  

Проведение корреляционного разложения для многосортных атом-
ных кристаллов принципиально не отличается от односортных систем. 
Трудности здесь носят технический характер [8]. Для простейших много-
сортных систем  ионных кристаллов полученные результаты аналогичны 
результатам для одноатомных кристаллов. При изучении молекулярных 
кристаллов со сложной структурой молекул ситуация существенно изме-
няется. Для проведения реальных количественных оценок необходимо 
ввести целый ряд дополнительных соображений, позволяющей сохранить 
реализм поставленной задачи. Но и в этом случае безусловна ценность 
корреляционного разложения как метода, позволяющего получить резуль-
таты исходя из первых принципов статистической механики. 
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ОБ УРАВНЕНИЯХ КВАНТОВОЙ ГИДРОДИНАМИКИ УЛЬТРАХО-
ЛОДНЫХ БОЗОНОВ И ФЕРМИОНОВ С КОРОТКОДЕЙСТВУЮЩИМ 

ПОТЕНЦИАЛОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
 

Профессор Кузьменков Л.С., физик Андреев П.А. 
 

Экспериментальные результаты по атомарному Бозе-
Эйнштейновскому конденсату (БЭК) в последнее время дают возможность 
проверки и подтверждения основных положений квантового теоретическо-
го изучения систем многих частиц (1). Во многих экспериментах Бозе ато-
мы находятся в магнитных ловушках, так что спиновые степени свободы 
«выморажены» (2). Поэтому формально можно рассматривать частицы как 
бесспиновые. Такому приближению соответствует уравнение Гросса-
Питаевского (Г.П.) (3). Уравнение Г.П. и его обобщения на случай бозон-
фермионных (4)-(6) смесей составляют основу аппарата теоретических ис-
следований ультрахолодных атомов в магнитных ловушках. Состояние 
системы многих частиц при таком подходе задается при помощи эффек-
тивной волновой функции трех пространственных переменных и времени 
или «параметром порядка» в отличие от точного квантовомеханического 
описания при помощи многочастичной волновой функции. Переход к по-
левому описанию системы частиц является по существу переходом к кван-
товой гидродинамике. Альтернативный подход может быть сформулиро-
ван на основании численного анализа многочастичного уравнения Шре-
дингера. Из сказанного выше следует, что уравнение Г.П., отражающее 
существенные черты БЭК должно непосредственно вытекать из уравнений 
квантовой гидродинамики, в которых все функции трех переменных и 
времени имеют ясный физический смысл. Другой подход в результате ко-
торого может быть установлена связь между уравнением Г.П. и многочас-
тичным уравнением Шредингера представлен в работе (7).  

В предлагаемой работе дается вывод выражения для тензора напря-
жений в квантовом уравнении баланса импульса и на этой основе- уравне-
ния Г.П.. Найдено также  обобщения Г.П. на случай ультрахолодных бо-
зон-бозонных и бозон-фермионных смесей, содержащие поправочные сла-
гаемые к приближению Гросса-Питаевского для системы бозонов в отсут-
ствии примесей. Вывод соответствующих уравнений выполнен в рамках 
квантовогидродинамического подхода (8),(9) при явном предположении об 
электрической нейтральности частиц и о короткодействующем характере 
взаимодействия между частицами. 
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Показано, что поля сил описывающих взаимодействие в квантовоме-
ханических системах бозонов или фермионов представляется в виде дивер-
генции тензора который, по аналогии с классической гидродинамикой, 
может быть назван квантовым тензором напряжений. 

Исходя из уравнения Шредингера с гамильтонианом: 
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(1) 
в котором 

fbffbb iijiji UUU ,, – потенциалы взаимодействия между бозонами, 
фермионами, и между бозонами и фермионами, соответственно. Все эти 
потенциалы вообще говоря различны. Индекс i  в формуле (1) пробегают 
значения от 1 до N, где N полное число частиц в системе, как бозонов, так 
и фермионов. Индексы ffbb jiji ,,,  нумеруют только бозоны и фермионы 
соответственно. 

Вводя, как и в (8), (9) концентрацию каждой компоненты и диффе-
ренцируя их по времени, приходим к известным уравнениям непрерывно-
сти. Дифференцирование по времени возникающих при этом выражений 
для токов приводит к уравнениям баланса импульса. 

Уравнения баланса импульса оказываются незамкнутыми, они со-
держат тензоры плотности потока импульса каждой компоненты и двух-
частичные концентрации. 

Разлагая N частичную волновую функцию по полному ортонормиро-
ванному набору одночастичных волновых функций, используя явно тот 
факт, что потенциалы взаимодействия быстро спадают на расстояниях по-
рядка радиуса взаимодействия и ограничиваясь членами кубическими по 
радиусу взаимодействия, получаем выражения для квантовых тензоров на-
пряжений отдельно для бозонов и фермионов, а также полей сил взаимо-
действия между бозонами и фермионами содержащих концентрации час-
тиц, токи, тензоры плотности потока импульса и одночастичные волновые 
функции обеих компонент. 

Каждой паре уравнений непрерывности и баланса импульса, при ус-
ловии потенциальности поля скоростей и диагональности тензора кинети-
ческого давления можно сопоставить некоторое интегро-
дифференциальное уравнение для скалярной комплексной функции, опре-
деленной как: )),(exp(),( trmtrn i ρρ

η φ , где ),( trn ρ  это концентрация, ),( trρφ -
потенциал поля скоростей, m -масса атомов рассматриваемой компоненты. 

Используя в качестве произвольных одночастичных волновых функ-
ций построенные таким образом макроскопические одночастичные функ-
ции, мы получаем самосогласованную систему уравнений для концентра-
ции, поля скоростей и одночастичных волновых функций. 
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Макроскопическую одночастичную функцию можно найти исполь-
зую метод итераций, пренебрегая взаимодействием в уравнении типа 
Шредингера в первом приближении. Тогда макроскопическая одночастич-
ная функция будет иметь вид плоской волны. Используя далее полученное 
таким образом решение в уравнениях баланса импульса фермионов и бо-
зонов, полагая равной нулю температуру и, что все бозоны находятся в со-
стоянии БЭК, получаем следующую систему уравнений замкнутую отно-
сительно функций концентрации и поля скоростей. 

В частном случае для системы Бозе атомов в отсутствии примесей, в 
первом приближении по радиусу взаимодействия мы приходим к системе 
уравнений непрерывности и баланса импульса. Уравнение Г.П. при этом 
появляется в качестве интеграла Коши-Лагранжа.  

Преимущество приведенного вывода уравнения Г.П. состоит в том, 
что он дает явный вид для «константы связи», а также дает возможность 
получить следующие по радиусу взаимодействия поправки.  
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ИНТЕГРАЛЫ ДВИЖЕНИЯ ДЛЯ НЕЙТРИНО В ПЛОТНОЙ СРЕДЕ И 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛЕ 

 
Доцент Арбузова Е.В. (Международный университет «Дубна»), 

вед.науч.сотр. Лобанов А.Е., аспирантка Мурчикова Е.М.,  
доцент Павлова О.С. 

 
При квантовомеханическом описании взаимодействия релятивист-

ской частицы с  внешней средой для классификации ее состояний требует-
ся найти полную систему решений волнового уравнения, а также полный 
набор операторов, которые являются интегралами движения, т.е. коммути-
руют с оператором волнового уравнения. Для свободной релятивистской 
частицы со спином 1/2, описываемой уравнением Дирака, полным набором  
могут служить, например, оператор канонического импульса и оператор 
проекции спина на направление импульса. Однако для частицы, взаимо-
действующей с внешними полями, возникает проблема интерпретации на-
блюдаемых величин, т. к. в релятивистской квантовой механике наблю-
даемыми могут считаться только интегралы движения [1]. Данная пробле-
ма только усугубляется, если частица имеет аномальный магнитный мо-
мент. 

Еще в работе [2] нами были получены решения уравнения Дирака-
Паули для нейтральной частицы, обладающей аномальным магнитным 
моментом, во внешних электромагнитных полях специального вида. Эти 
решения можно представить как результат действия некоторого, вообще 
говоря, интегрального, оператора на решения уравнения для свободной 
частицы. Если решения для свободной частицы выбрать в виде плоских 
волн, то действие указанного оператора сводится к умножению на матрич-
ную функцию, которая зависит от некоторого параметра qµ. Этот параметр 
удовлетворяет условию q2=m2, где m — масса частицы, вследствие чего его 
можно интерпретировать как кинетический импульс частицы во внешнем 
поле. Кроме компонент кинетического импульса в полный набор операто-
ров должен входить оператор проекции спина. В нашем случае спиновые 
операторы можно представить как свертки вектора Паули-Любаньского-
Баргмана с пространственноподобными нормалями Sµ(q) [3]. Таким обра-
зом, задача интерпретация наблюдаемых в данном случае была решена. 
Впоследствии решения указанного вида были обобщены на случай акси-
ального взаимодействия частиц с постоянным векторным конденсатом [4-
6]. Отметим, что взаимодействие такого типа может быть использовано 
для феноменологического описания распространения нейтрино в плотной 
среде, состоящей из фермионов (см., например, [7]). 

Конечно, наличие полной системы решений позволяет задать дейст-
вие операторов полного набора на функции из области их определения. 
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Однако во многих отношениях интересно знать и явный вид этих операто-
ров. Это имеет особый смысл, если указанные операторы можно задать как 
псевдодифференциальные. Поэтому в работе [8] мы получили явный вид 
операторов полного набора для нейтральной частицы с аномальным маг-
нитным моментом в наиболее простом случае, когда внешнее электромаг-
нитное поле, с которым частица взаимодействует, является постоянным и 
однородным.  

Вид полученных спиновых операторов показывает, что наши реше-
ния могут описывать состояние нейтральной частицы, которая движется с 
постоянной скоростью и спин которой прецессирует вокруг направления 
магнитного поля в системе покоя частицы H0 с частотой 2m|H0|/q0. Данное 
состояние является чистым состоянием. Подчеркнем, что существование 
плосковолновых решений уравнения Дирака-Паули, описывающих чистые 
состояния нейтральной частицы, проекция спина которой на фиксирован-
ную в пространстве ось не сохраняется, возможно только при использо-
ванном нами выборе в качестве квантовых чисел компонент кинетического 
импульса. 

Рассмотрим теперь к каким следствиям приводят полученные нами 
результаты при  описании поведения нейтрино, — единственного извест-
ного в настоящее время стабильного нейтрального фермиона. Как в пио-
нерской работе [9], так и в других, посвященных изучению влияния посто-
янного чисто магнитного поля на характер осцилляций нейтрино, в качест-
ве волновых функций частицы использовались стационарные решения 
Ψpζ(x), впервые найденные в [10]. Эти решения являются собственными 
функциями оператора канонического импульса и спинового оператора с 
собственным значением ζ. Предполагалось, что в заданный момент време-
ни среднее значение спиральности нейтрино равно по модулю единице, а 
дальнейшая эволюция спина описывается линейными комбинациями ука-
занных выше волновых функций Ψ(x)=Σζ=±1 αζ(p)Ψpζ(x). 

Однако в общем случае такое описание некорректно. Так как стан-
дартный оператор спиральности (Σp)/|p| не коммутирует с оператором 
уравнения Дирака-Паули, то из основных принципов квантовой механики 
следует, что состояние частицы с фиксированным каноническим импуль-
сом, имеющей в заданный момент времени среднее значение спиральности 
равное по модулю единице, может быть только смешанным по спину, кро-
ме частного случая, когда нейтрино распространяется перпендикулярно 
магнитному полю (см. [11]). Но в смешанном состоянии изменение поля-
ризации пучка нейтрино может быть обусловлено исключительно различи-
ем групповых скоростей его компонентов, следующим из вида закона дис-
персии. Этот эффект должен исчезать на больших расстояниях от источни-
ка вследствие того, что пучок перестает быть когерентным. Полученные 
же нами результаты позволяют трактовать возможный эффект изменения 
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поляризации нейтрино в электромагнитном поле как реальную прецессию 
спина частицы. 
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ДИНАМИКА ГОРИЗОНТА ПРИ СТОЛКНОВЕНИИ УЛЬТРАРЕЛЯТИ-
ВИСТСКИХ ЧАСТИЦ 

 
Профессор Василенко О.И. 

 
 В последнее время значительный интерес привлекает гипотеза реше-
ния проблемы иерархии взаимодействий в рамках предположений о нали-
чии дополнительных измерений и величины многомерной планковской 
массы порядка ( )O TeV , которая может быть проверена в экспериментах на 
LHC по генерации чёрных дыр [1]. 
 Введём систему координат в пространстве Минковского 
( )iu t z v t z x= − , = + , , 1 2i = , . Частицы движутся навстречу вдоль оси z  с 
прицельным параметром b  и поперечными координатами 1 22 0bx x= ± / , = . 
Метрика для одиночной ультрарелятивистской частицы с полной энергией 
μ , движущейся в направлении z+  с 1 2 0x , = , описывается решением Ай-
чельбурга-Сексла, имеющим форму ударной волны,  

2 2 2( ) ( )i ids dudv d u dx x uδ= − + +Φ .  Функция 2 ln( )a rΦ = −  зависит только от 
поперечного радиуса i

ir x x= . Здесь 4a Gμ= , где G  — гравитационная 
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постоянная. Сингулярность метрики можно устранить введением новых 

координат ( iu v x, , ) 
2( )( )( ) ( )

4 2
ii

i
u u uu u v v u x ux
θθ θ∇Φ

= , = + Φ + , = + ∇ Φ , в 

которых геодезические и их касательные непрерывны на поверхности 
ударной волны при 0u = . Метрика является плоской везде кроме поверх-
ности ударной волны 0u = . Поэтому для описания двух частиц во время 

0t <  до момента столкновения можно объединить её с аналогичной метри-
кой второй частицы, движущейся вдоль 0v =  в направлении z− , полагая 
общим плоское пространство в области между ударными волнами.  
Рассмотрим следующее сечение пространства-времени [3]: 
область R t z t T+ : = , ≤ ,  

Iобласть R t T T z T: = , ≤ ≤ − , область R t z t T− : = − , ≤ .  Здесь 0T ≤  и 
столкновение происходит при ( 0 0T z= , = ). Образование чёрной дыры при 
столкновении означает, что в его процессе формируется пространственно-
временная область, из которой геодезические не могут уйти в бесконеч-
ность. Ловушечная поверхность (горизонт) определяется как граница этой 
области. Определим внешние ловушечные поверхности M +  и M −  в облас-
тях R+  и R−  выражениями 1 20 ( )u v x x+= + , = −Ψ ,  и 

1 20 ( )v u x x−= + , = −Ψ , . В момент столкновения ловушечные поверх-
ности M ±  должны объединиться в одну непрерывную и гладкую поверх-
ность. Это требование достаточно для определения функций ±Ψ . Они най-
дены в работе [2] и могут быть представлены в виде  

 
1 12 ( 2) ( 2) 22 cos( ) 1ln

1

k x b k x b

kb
e e kxa

e

± − / ± − /

± −

⎡ ⎤− +
Ψ = − ⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
 ,  

где k  удовлетворяет соотношению 21 ( )kbe ka− = .  Замкнутые линии C± , об-
разованные пересечениями ловушечных поверхностей M ±  с границами 
( )z T= ±  области IR , описываются выражениями 

( 2 ) ( 2)1 2 2cosh[ ( )] cos( ) 1 1b bk b x k x b kb T a
bk x x e kx e e e/ − − / − /⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= , − = − .m  

Определим ловушечную поверхность IM  в области IR  как 
1 2( )t T const z f x x= = , = , .  Нулевая геодезическая, ортогонально пере-

секающая ловушечную поверхность в точке ( 1 2 1 2
0 0 0 0 0 0( )T x x z f x x f, , , = , ≡ ), 

является прямой линией. Сдвиг точек поверхности IM  вдоль подобных 
геодезических на расстояние τ  преобразует её в поверхность ( )IM τ . Вво-
дя метрику ijg  на ( )IM τ  как 0 0( ) i j

ijdr dr g dx dx, = ,
r r  представим площадь уча-

стка ( )IM τ  в виде  
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1 2
11 22 12 12 0 0( )IS g g g g dx dxτ = − .∫     (1) 

Согласно основному свойству ловушечной поверхности ортогональные ей 
и направленные в будущее световые геодезические локально сходятся. Это 
означает, что площадь ( )IS τ  должна уменьшаться с увеличением малого 
параметра τ| |  независимо от его знака. Следовательно, уравнение для f  
можно получить, раскладывая правую часть (1) по степеням τ  и полагая 
линейный член равным нулю,   

2 11 1 2 2 1 2 1 2
2 2(1 ) (1 ) 2 0x xx x x x x x x xf ff f f f f+ + + − = .   (2) 

Для нахождения формы внутренней ловушечной поверхности IM  необхо-
димо найти решение уравнения (2) в области IR , в котором функция f  
принимает значения T±  на граничных контурах C± . Будем искать вид 
функции 1 2( )f x x z, =  в неявной форме, предполагая, что она удовлетворя-

ет соотношению ( )1 2cosh ( ) ( )cosmk x x kz p kz kx⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤− = .⎣ ⎦  Соотношение (2) 

будет при этом выполняться, если функции mx  и p  удовлетворяют уравне-

ниям ( ) ( ) 22 2 21 2 0 1 1 2 0m m mx p x pp p p x p p p
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

′′ ′ ′′ ′′ ′− − = , − + − − = .  Их 

решение можно представить в параметрической форме как  

( )2
0 0

2

2
0
2 12 2 2 2

0 1

1( ) sign( )
1 ( )

p

p p

p dkz p z
p k c ξ

ξ
ξ ξ −

−

−
= ,

− − +
∫

 
( )2

0 0
2

12 2 2 2
0 1

( ) sign( )
( )

p
m p p

cdx p z
p k c ξ

ξ

ξ −
−

= − .
− +

∫  

Параметры c  и 0p  зависят от T  и определяются из условий непрерывности 
ловушечной поверхности на границах внутренней и внешней областей, т.е. 
решение должно иметь следующий вид на C±  : 

( 2 )( ) ( ) bk b x
b m b b bz p T x p x p e / −| |= − , | |= , = .  

 Для данного b  существуют два значения 1 2( ) ( )k k b k b: < . Прицель-
ный параметр b  достигает своего максимального значения 0 8047maxb a= .  
при 1 98k a= . / , что даёт ограничение на сечение образования чёрной дыры 
при столкновении двух частиц [2]. Ловушечная поверхность возникает при 

minT T= . Для данного b  существуют два значения 1 2min min minT T T: < , соот-
ветствующие 1( )k b  и 2 ( )k b . Зависимость между параметрами c  и T  также 
двузначна. Процесс формирования горизонта выглядит следующим обра-
зом. Горизонт появляется в момент времени 1minT T= . При 1 2min minT T T< <  
возможно существования двух форм ловушечной поверхности. Одна из 
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них (внутренняя) располагается внутри другой (внешней). С увеличением 
времени T  ( 0z = )-размер внутренней поверхности уменьшается, а внешней 
— растет. В момент времени 2minT T=  возможно появление двух других ло-
вушечных поверхностей с аналогичными свойствами.  
Можно ожидать, что описанная выше картина образования и динамики ло-
вушечной поверхности качественно описывает процесс формирования го-
ризонта при ненулевом прицельном параметре столкновения и в случае 
большего числа измерений.  

 

Литература 
1. S. B. Giddings, arXiv:0709.1107 [hep-ph]; P. Kanti, 

          arXiv:0802.2218 [hep-th].  
2. D. M. Eardley and S. B. Giddings,  arXiv:gr-qc/0201034.  
3. О. И. Василенко // Вестник МГУ. Серия 3. Физика. Астрономия. 

2004, № 4, С. 42–45; O. I. Vasilenko, arXiv:hep-th/0305067  
 
 
 

О ПРЕДЕЛЬНОМ ПЕРЕХОДЕ В СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЁННОЙ  
ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ В СЛУЧАЕ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ КОРНЕЙ  

ВЫРОЖДЕННОГО УРАВНЕНИЯ 
 

Профессор Бутузов В.Ф., аспирант Костин А.В. 
 

Рассматривается сингулярно возмущённая эллиптическая система 
двух уравнений 

),,,(2 εε xvugu =Δ , ),,,( εxvufv =Δ ,     Dxxx ∈= ),( 21          (1) 
с краевыми условиями 

0=
∂
∂

n
u

,    )(0 xvv = ,    Гx∈ .                                           (2)  

Здесь 0φε  – малый параметр; Δ  – оператор Лапласа; D – ограни-

ченная область с гладкой границей Г; 
n∂
∂  – производная по нормали к Г; 

0,, vfg  – достаточно гладкие функции. 
Условие 1. Пусть функция g(u,v,x,ε ) представима в виде 

1 2 1( , , , ) ( , , )( ( , ))( ( , )) ( , , , )g u v x h u v x u v x u v x g u v xε ϕ ϕ ε ε= − − −            (3) 
где 0),,( φxvuh . 

Из условия 1 следует, что уравнение  

( , , ,0) 0g u v x =                                                     (4) 
имеет два корня u= 1ϕ (v,x) и u= 2ϕ (v,x). 
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Условие 2. Пусть существует гладкая поверхность 0 ( )v v x= , x D∈  , 
такая, что для x D∈  выполнены соотношения  

 
     1 2( , ) ( , )v x v xϕ ϕf     при    )(0 xvv π , 

1 0 2 0( ( ), ) ( ( ), )v x x v x xϕ ϕ= , 

     1 2( , ) ( , )v x v xϕ ϕp     при    0 ( )v v xf . 
 

Условие 2 означает, что корни ),(1 xvϕ  и ),(2 xvϕ  уравнения (4) пересе-
каются. Используя эти корни, построим решение вырожденной задачи. 
При этом построении важную роль играет соотношение между функциями 

)(0 xv  и )(0 xv  Ограничимся рассмотрением следующего случая.  
 
Условие 3. Пусть  0

0( ) ( )v x v xp ,  x Г∈ .  
При этом условии рассмотрим две краевые задачи  
 

1( ( , ), , ,0)v f v x v xϕΔ = ,  1x D∈ ;   0 ( )v v x= , x Г∈ ; 0 ( )v v x= x C∈ ;   (5) 
 

2( ( , ) , ,0)v f v x v xϕΔ = ,  2x D∈ ;   0 ( )v v x= , x C∈ ,                               (6)  
 

где С — замкнутая кривая, лежащая в области D и разбивающая её на две 
подобласти D1 и D2: 
D2 – внутри С, D1=D\D2.  
 

Условие 4. Пусть существует простая гладкая замкнутая кривая 
DC ⊂ , такая, что задачи (5) и (6)  имеют решения )(1 xvv =  и )(2 xvv = , удов-

летворяющие условиям:  

1 0( ) ( ),v x v xp   1x D∈ ;   2 0( ) ( )v x v xf ,  2x D∈ ;   1 2v v
n n

∂ ∂
=

∂ ∂
,  x C∈ ,  

где 
n
∂
∂

 — производная по нормали к С. 

Введём функцию  
1

2

( ),
ˆ( )

( ),
v x

v x
v x
⎧

= ⎨
⎩

 1

2

x D
x D
∈
∈

,  

и положим  ˆ ˆ( ( ), )u v x xϕ= ,  где 1( , ) ( , )v x v xϕ ϕ=   при  0 ( )v v x≤ ,  
2( , ) ( , )v x v xϕ ϕ=   при  0 ( )v v x≥ . 
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Условие 5. Пусть  1 0 0( ( ( ), ), ( ), ,0) 0ig v x x v x xϕ f ,  x D∈ , где g1 — 
функция из (3). 

Ещё одно требование связано с задачей Штурма–Лиувилля  
 

0,w wλΔ + =   x D∈ ;   0w = ,  x Г∈ .                                                     (7) 
 

Условие 6. Пусть существует число 0β f  , такое, что  
 

ˆ( ( ), ) ,v v x xϕ βp    0ˆ ˆ ˆ ˆ( ( ), ( ), ,0) ( ( ), ( ), ,0)u vf u x v x x f u x v x xβ λ− + −f ,  
x D∈   

 
 где 0λ  — главное (наименьшее) собственное значение задачи (7). 
 

Теорема 1. Если выполнены Условия 1-6,  то для достаточно малых 
ε  задача (1), (2) имеет решение ( , ), ( , )s su x v xε ε  , удовлетворяющее пре-
дельным равенствам 

0
ˆlim ( , ) ( )su x u x

ε
ε

→
= ,  

0
ˆlim ( , ) ( )sv x v x

ε
ε

→
= ,  x D∈ . 

 
Решение ( , ), ( , )s su x v xε ε  задачи (1), (2) является стационарным ре-

шением соответствующей системы параболических уравнений  

( , , , ),tu u g u v xε ε− + Δ =    ( , , , )tv v f u v x ε− + Δ = ,   x D∈ , 0φt              (8) 
 

с краевыми условиями 

( , , ) 0u x t
n

ε∂
=

∂
,  0( , , ) ( )v x t v xε = ,   x Г∈ , 0t ≥ .                        (9) 

 
Встаёт вопрос об устойчивости стационарного решения ( , ), ( , )s su x v xε ε  за-
дачи (8), (9). 

 
Теорема 2. Если выполнены Условия 1-6, то при достаточно малых 

ε  стационарное решение ( , ), ( , )s su x v xε ε  параболической задачи (8), (9) яв-
ляется асимптотически устойчивым. 

 
Теоремы 1 и 2 доказываются с помощью асимптотического метода 

дифференциальных неравенств. 
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ОЦЕНИВАНИЕ ПОГРЕШНОСТЕЙ В НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧАХ 
 

Профессор Ягола А.Г. 
 

Хорошо известно, что оценить погрешность решения некорректно 
поставленной задачи, вообще говоря, не представляется возможным. В 
докладе рассматриваются алгоритмы оценивания погрешности в случае 
наличия априорной информации об искомом решении: 1) принадлежность 
искомого решения выпуклому компакту; 2) истокообразная представи-
мость искомого решения с помощью вполне непрерывного оператора. В 
первом случае возможно оценить погрешность, во втором случае постро-
ить так называемую апостериорную оценку погрешности. В обоих случаях 
после конечно-разностной аппроксимации задача может быть сведена к 
нестандартным задачам выпуклого программирования. 
 Описываются численные алгоритмы и их применение для решения 
обратных задач акустики, электронной микроскопии и физической химии. 
 Работа поддержана грантом РФФИ-ГФЕН 07-01-92103-ГФЕН_а. 
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