
8 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6ÓÄÊ 517.958:531.32ÏÅ�ÂÀß ÍÀ×ÀËÜÍÎ-Ê�ÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÄËß Ó�ÀÂÍÅÍÈßÑÒ�ÀÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÎÁÚÅÌÍÎ�Î ÇÀ�ßÄÀ Â ÏÎËÓÏ�ÎÂÎÄÍÈÊÅÀ.Á. Àëüøèí, Ï.À. ×óáåíêî(êà�åäðà ìàòåìàòèêè)�àññìîòðåíû âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ��t (�u� u)� u = 0 â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Çàäà÷è ïîñòàâëåíû ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåìÄèðèõëå íà ïîâåðõíîñòè èç êëàññà Ëÿïóíîâà. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äèíàìè÷åñêèõïîòåíöèàëîâ äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.ÂâåäåíèåÌàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçëè÷íûõ ïåðåõîäíûõïðîöåññîâ â èçîòðîïíûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ ïðèâîäÿòê îäíîòèïíûì çàäà÷àì äëÿ èíòåãðîäè��åðåíöèàëü-íûõ è äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðîäñòâåííûõýëëèïòè÷åñêèì [1℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðå-íû çàäà÷è äëÿ îäíîãî èç òàêèõ óðàâíåíèé, êîòîðîåïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ìîäåëè, ïðåäëîæåí-íîé äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ÿâëåíèÿ, íàáëþ-äàþùåãîñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ïåðåõîäíûõ ïðîöåñ-ñîâ â íåêîòîðûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ïîëóïðîâîäíèêàõ[2, 3℄. Íàáëþäàåìûé ý��åêò çàêëþ÷àëñÿ â òîì, ÷òîâ ïåðâîíà÷àëüíî îäíîðîäíîì ïîëóïðîâîäíèêå, îáëó-÷åííîì ëàçåðîì, ïîñëå ïîìåùåíèÿ åãî â ïîñòîÿí-íîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå êîíäåíñàòîðà íàáëþäàëîñüîáðàçîâàíèå ñëîåâ îáúåìíîãî çàðÿäà ÷åðåäóþùèõñÿçíàêîâ. Ïðè÷åì ñî âðåìåíåì òîëùèíà ñëîåâ óìåíü-øàëàñü, à èõ êîëè÷åñòâî è àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíàïëîòíîñòè çàðÿäà â êàæäîì ñëîå óâåëè÷èâàëèñü.Ýòî ÿâëåíèå áûëî íàçâàíî ý��åêòîì ñòðàòè�èêàöèèîáúåìíîãî çàðÿäà â ïîëóïðîâîäíèêå.Èñõîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ïå-ðåõîäíûå ïðîöåññû â ïîëóïðîâîäíèêå, èìååò âèä [4℄�3'=�4�" �, �� = �� e(n0 � n), ����t = en0� n� ,ãäå � � ïëîòíîñòü îáúåìíîãî çàðÿäà â êðèñòàëëå;�� � ïëîòíîñòü îáúåìíîãî çàðÿäà, ñâÿçàííîãî íàïðèìåñíûõ öåíòðàõ ïîëóïðîâîäíèêà; n0 � ðàâíî-âåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ; n � êîíöåíòðàöèÿñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîòåíöèàëîì'(x, t) ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ çàêîíîì Áîëüöìàíà;� � õàðàêòåðíîå âðåìÿ æèçíè ñâîáîäíûõ ýëåêòðî-íîâ; " � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïîëóïðî-âîäíèêà; Te � òåìïåðàòóðà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ.Âûïèñàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðè íà÷àëü-íîì óñëîâèè ��(x, 0) = 0 â êëàññå �óíêöèé'(x, t) 2 C ([0, +1); C (2)(
)), ãäå 
 � îãðàíè÷åííàÿîáëàñòü  êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé, ðåäóöèðóåòñÿê îäíîìó èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîìó íåëèíåéíîìó

óðàâíåíèþ [5℄�3'(x, t)+4�en0" 0�f (')(x, t) + 1� tZ0 f (')(x, s)ds1A = 0,â êîòîðîì f (') = 1� exp(e'/kTe).Â ñëó÷àå åñëè íà ãðàíèöå îáëàñòè 
 çàäàíî ðàñ-ïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ a(x, t),ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ:'x2�
 = a(x, t), x 2 �
, t > 0,ãäå a(x, t) 2 C (�
 � [0,+1)) � çàäàííàÿ �óíê-öèÿ. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè jea(x, t)j/kTe < 1èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòüëèíåàðèçîâàíî. Åñëè, êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèòü,÷òî '(x, t) 2 C (1)([0,+1); C (2)(
)), òî â äàííîì ðàñ-øèðåííîì êëàññå ãëàäêîñòè ëèíåàðèçîâàííîå óðàâ-íåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-íûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñîñòàâíîãî òèïà, èìåþùåãî(ïîñëå ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì) âèä��t (�u� u)� u = 0. (1)Â ñèëó �èçè÷åñêîé ìîäåëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèýòîì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü çàäà÷å(�u0� u0 = 0, x 2 �
,u0 = a(x, 0), x 2 � �
, (2)ãäå �
 � îáëàñòü áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ, ñîîò-âåòñòâóþùàÿ îáëàñòè 
 .1. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ1.1. Ñëó÷àé íóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõÏåðâàÿ âíóòðåííÿÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿóðàâíåíèÿ ñòðàòè�èêàöèè â îáëàñòè D � R3 , îãðà-íè÷åííîé ïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà S ñ íóëåâûìèíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, èìååò âèä8>><>>: ��t (�u� u)� u= 0, M 2 D, t 2 (0,T ℄,u(P, t) = g(P, t), P 2 S, t 2 [0,T ℄,u(M, 0) = 0, M 2 D. (3)



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6 9Ôóíêöèþ g(P, t) áóäåì ñ÷èòàòü íåïðåðûâíîéïî P , íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé ïî tè íåïðåðûâíî ïðèìûêàþùåé ê íóëåâûì íà÷àëü-íûì óñëîâèÿì, à u(M, t) � ïðèíàäëåæàùåé êëàñ-ñó C (1)([0,T ℄; C (2)(D)) è íåïðåðûâíî ïðèìûêàþùåéê íà÷àëüíûì è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.Çàäà÷è, ðîäñòâåííûå (3), ïîäðîáíî ðàññìîòðåíûâ [6℄ (íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ èîííî-çâóêîâûõ âîëíâ íåçàìàãíè÷åííîé ïëàçìå).�åøåíèå çàäà÷è (3) èùåòñÿ â âèäå äèíàìè÷åñêîãîïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ [7, 8℄:u(M, t) = ZS �(Q, t) ��nQ e�RMQRMQ d�Q ++ tZ0 ZS �(Q, t � �) ��nQH(RMQ, �)d�Q d�, (4)ãäå ��nQ � ïðîèçâîäíàÿ ïî âíóòðåííåé íîðìàëè ê ïî-âåðõíîñòè, à �óíêöèÿ H çàäàåòñÿ â âèäå îáðàòíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî �îðìóëåH(RMQ, �) = 12�i �+i1Z��i10�e�q p+1p RMQRMQ � e�RMQRMQ 1A ep� dp.(5)Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå 3 ëåììû.Ë å ìì à 1. Äëÿ �óíêöèè H(r, t) ñïðàâåäëèâîïðåäñòàâëåíèåH(r, t) = e�r 1Xn=1 (�1)nrn�1n! [�(t)�℄nÆ(t), (6)ãäå �(t) 2 C (1)([0,T ℄) .Ëåìì à 2. Åñëè �(P, t) 2 C (1)([0,T ℄; C (S)),òî äèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, çàäàâàåìûé �îðìó-ëîé (4), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1) â (R3nS)�� (0,1) .Ëåìì à 3. Ñêà÷îê íà ãðàíèöå S ïîòåíöèà-ëà (4) ñîâïàäàåò ñî ñêà÷êîì ïîòåíöèàëà äâîéíîãîñëîÿ äëÿ óðàâíåíèÿ Êèðõãî�à [9℄:limM!P2S u(M, t) = u(P, t) + 2��(P, t), M 2 D, (7)limM!P2S u(M, t) = u(P, t)� 2��(P, t), M 2 R3n	D.(8)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1 äîñòàòî÷íî âîñ-ïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì â ðÿä Òåéëîðà �óíê-öèè exp���qp+1p � 1� r� ïî r è ó÷åñòü ñâîéñòâàïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì 2è 3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñâîéñòâ �óíêöèèH(RMQ , �), ñëåäóþùèõ èç ïðåäñòàâëåíèÿ (6). Òàêèìîáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìóèíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ �(P, t), ãäå P 2 S :

2��(P, t) + ZS �(Q, t) ��nQ e�RPQRPQ d�Q ++ tZ0 ZS �(Q, t � �) ��nQH(RPQ, �) d�Q d� = g(P, t). (9)Óðàâíåíèå (9) äîïóñêàåò çàïèñü â îïåðàòîðíîé �îð-ìå: B[�℄(t) + tZ0 A[�℄(t, �)d� = g(t). (10)Ôóíêöèè �(P, t) è g(P, t) ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèêàæäîì t êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà C (S), à îïå-ðàòîðû A è B çàäàþòñÿ ïî �îðìóëàìB[�℄ = 2��(P, t) + ZS �(Q, t) ��nQ e�RPQRPQ d�Q,A[�℄ = ZS �(Q, t � �) ��nQH(RPQ, �) d�Q.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-íèÿ (10) ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäî-âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [10℄. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òîîïåðàòîð B ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì èíòåãðàëüíî-ãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî âíóòðåííåé çàäà÷åÄèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Êèðõãî�à [9℄,2��(P) + ZS �(Q) ��nQ e�RPQRPQ d�Q = f (P).Ñîãëàñíî òåîðèè ïîòåíöèàëà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõóðàâåíåíèé [9℄, ïîñëåäíåå èìååò åäèíñòâåííîå ðå-øåíèå �(P) ïðè ëþáîé íåïðåðûâíîé f (P) (âû-ïîëíÿåòñÿ ïåðâàÿ ÷àñòü àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëü-ìà [10℄), ïðè÷åì �(P) 2 C (S). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðà-òîð B : C (S) ! C (S) èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûéïî òåîðåìå Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå [11℄.Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (10) â âèäå�= B�1[� tZ0 A�d� + g℄.Ïóñòü � = �0 + 1Pn=1(�n � �n�1), ãäå �0 = B�1g ,�n = B�1 � tR0 A�n�1 d� + g! . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òîèìååò ìåñòî îöåíêà, àíàëîãè÷íàÿ ñîîòâåòñòâóþùåéîöåíêå â òåîðèè óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà 2-ãî ðîäà [10℄:k�n � �n�1kC (S) 6 kB�1kn+1Kn�nn! tn,ãäå K = maxt2[0,T℄ k ��nQHkC (S�S) �S , � = maxt2[0,T℄ kgk , à S �ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè S . Ýòà îöåíêà äîêàçûâàåò5 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



10 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà äëÿ � , à ñëåäîâà-òåëüíî, óùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿèíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (10). Ïðè ýòîì îíî áóäåòïðèíàäëåæàòü íóæíîìó êëàññó ãëàäêîñòè (ñì. ëåì-ìó 2). Íåïðåðûâíàÿ äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíêöèè�(P, t) ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé ñòàíîâèòñÿ î÷åâèä-íîé, åñëè âçÿòü ïðîèçâîäíûå ïî t îò îáåèõ ÷àñòåéðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ�n+1 � �n =�B�1 tZ0 A[�n � �n�1℄d�è ó÷åñòü, ÷òî g(P, t) 2 C (1)([0,T ℄; C (S)). �åçóëüòà-òîì èçëîæåííîãî ÿâëÿåòñÿÒ å î ð å ì à 1. Åñëè �óíêöèÿ g(P, t) íåïðåðûâ-íà ïî P , íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ïî tè g(P, 0) = 0, òî ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðå-øåíèå çàäà÷è (3) â îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîéïîâåðõíîñòüþ Ëÿïóíîâà S.Âíåøíÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå ñ íóëåâûìè íà÷àëü-íûìè äàííûìè ñòàâèòñÿ òàê æå, êàê è âíóòðåíÿÿ,ñ çàìåíîé D! R3nD . Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå � òðå-áîâàíèå ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè,êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíîâ íàèáîëåå ñëàáîé �îðìå � â âèäå óñëîâèÿ îãðà-íè÷åííîñòè: 9R0 è K : 8M , RM0 > R0 , 8t 2 (0,T ℄:ju(M, t)j6 K.Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ âíåøíåéçàäà÷è ïðàêòè÷åñêè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäå-íèÿ, ïðîâåäåííûå äëÿ âíóòðåííåé çàäà÷è, ëèøüâìåñòî �îðìóëû (7) íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìó-ëîé (8), ÷òî ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ çíàêà ¾�¿ ïåðåä2��(P, t) â óðàâíåíèè (9). Âûïîëíåíèå òðåáîâàíèÿðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî ïðî-âåðèòü, îïèðàÿñü íà ñëåäóþùóþ ëåììó:Ë å ìì à 4. Äëÿ �óíêöèè H(r, t) ñïðàâåäëèâîïðåäñòàâëåíèåH(r, t) = i�r +1Z�1 �ei�r(�2 + 1)2 e�t/(�2+1)d�. (11)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîéÆîðäàíà+1Z�1 �ei�r�2 + p+1p d�= 2�iRes" �ei�r�2 + p+1p , isp+ 1p # == �iep(p+1)/p r ,+1Z�1 �ei�r�2 + 1d�= 2�iRes� �ei�r�2 + 1, i� = �ie�r ,

12�i �+i1Z��i1 e�p(p+1)/p rr � e�rr ! eptdp== 12�i �+i1Z��i1 +1Z�1 1�i  �ei�r�2 + p+1p � �ei�r�2 + 1! d� eptdp== i�r +1Z�1 �ei�r(�2 + 1)2 0� 12�i �+i1Z��i1 1p+1�2+1 eptdp1Ad�.Âû÷èñëåíèå âíóòðåííåãî èíòåãðàëà (ïðåîáðàçîâà-íèå Ìåëëèíà) äàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.Èíòåãðàë (11) óäîâëåòâîðÿåò ëåììå Æîðäàíàâ âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Ïðè çàìåíå êîíòóðà èí-òåãðèðîâàíèÿ íà f� : � = i + "ei', ' 2 [0, 2�℄gíåñëîæíî ïðèéòè ê îöåíêåjH(r, t)j 6C1(")e�r(1�")r eC2(")t, (12)êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèÿ u(M, t)íà áåñêîíå÷íîñòè (ýòà æå îöåíêà áóäåò èìåòü ìåñòîè äëÿ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè H ïî ïðîñòðàíñòâåí-íûì àðãóìåíòàì). Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòîÒ å î ð å ì à 2. Åñëè �óíêöèÿ g(P, t) íåïðåðûâ-íà ïî P , íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ïî tè g(P, 0) = 0, òî ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêîå ðå-ãóëÿðíîå íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèå çàäà÷è (3)â îáëàñòè R3nD, ãäå D îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòüþËÿïóíîâà S.1.2. Ñëó÷àé íåíóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõÂ ï. 1.1 áûëî îòìå÷åíî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè �óíêöèÿ u äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü çàäà-÷å (2), ïîýòîìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåòâîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ïðè íåíóëåâûõíà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Èñõîäíàÿ ñèñòåìà (äëÿ âíóò-ðåííåé çàäà÷è) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:8>><>>: ��t (�u� u)� u = 0, M 2 D, t 2 (0,T ℄,u(P, t) = g(P, t), P 2 S, t 2 [0,T ℄,u(M, 0) = u0(M), M 2 D. (13)Ôóíêöèÿ g(P, t) ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâ-íîé ïî P , íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé ïî tè íåïðåðûâíî ïðèìûêàþùåé ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì,u0(M) 2 C (2)(D). Ïóñòü u = �u+ u0 . Òîãäà äëÿ �uïîëó÷àåì çàäà÷ó8>><>>: ��t (��u� �u)� �u= u0(M),�u(P, t) = g(P, t)� u0(P),�ujt=0 = 0.�åøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ��t (��u � �u) �� �u = u0(M) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþîáúåìíîãî ïîòåíöèàëà � ñâåðòêè �óíäàìåíòàëüíîãî



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6 11ðåøåíèÿ v(r, t) óðàâíåíèÿ (1) è ïðàâîé ÷àñòè ��óíêöèè u0 . Îáîçíà÷èì ýòîò ïîòåíöèàë êàê u1 :u1(M, t) = tZ0 ZD u0(Q)v(RMQ , �)d�Q d�. (14)Ë å ìì à 5. Äëÿ �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (1) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðåäñòàâ-ëåíèÿ: v(r, t) =� 14�r +	(r, t), (15)ãäå 	(r, t) = � 14� 1Pn=1 (�1)nrn�1n! [I +  (t)�℄n1(t),à �óíêöèÿ  (t) 2 C ([0,T ℄);v(r, t) = 14�r i� +1Z�1 �ei�r�2 + 1e�t/(�2+1) d�. (16)Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîìëåìì 1 è 4 è äîêàçûâàåòñÿ èñõîäÿ èç èíòåãðàëüíîãîâèäà �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïðèïîìîùè ìåòîäîâ, ðàçâèòûõ äëÿ óðàâíåíèé äàííîãîòèïà â [1℄ (â äàííîì ñëó÷àå ìåòîäèêà ñâîäèòñÿê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà ïî t îáåèõ ÷àñòåé óðàâ-íåíèÿ (1) ñ Æ(M, t) âìåñòî íóëÿ â ïðàâîé ÷àñòè, ïî-ñòðîåíèþ �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãîóðàâíåíèÿ, ñîâïàäàþùåãî ïî �îðìå ñ óðàâíåíèåìÊèðõãî�à, è îñóùåñòâëåíèþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçî-âàíèÿ Ëàïëàñà):v(r, t) =� 14�r 12�i �+i1Z��i1 1pept�p(p+1)/p rdp. (17)Â ÷àñòíîñòè, âûâîä �îðìóëû (16) îïèðàåòñÿ íàïðåäñòàâëåíèå+1Z�1 ei�r��2 + p+1p d�== 2�iRes" ei�r��2 + p+1p , isp+ 1p #= �ie�p(p+1)/p r ,ïîäñòàâëÿåìîå â �îðìóëó (17).Ñîãëàñíî òåîðèè îáîáùåííûõ �óíêöèé, äëÿ êâàä-ðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ u0 ïîñòðîåííûé ïîòåíöèàëóäîâëåòâîðÿåò íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ â îáîá-ùåííîì ñìûñëå. Äëÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå-ìûõ ïðàâûõ ÷àñòåé ïîòåíöèàë (14) ÿâëÿåòñÿ êëàñ-ñè÷åñêèì ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïî-ñëåäíåå èìååò ìåñòî â ñèëó òîãî, ÷òî ó ïîòåíöèàëàñóùåñòâóþò ïåðâàÿ ïî âðåìåííîé è âòîðûå ïî ïðî-ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ïðîèçâîäíûå. Â ñóùå-ñòâîâàíèè íàçâàííûõ ïðîèçâîäíûõ ëåãêî óáåäèòüñÿ,âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì (15) èç ëåììû 5.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñòðîåííûé ïîòåíöèàë â ýòîìñëó÷àå íà ãðàíèöå îáëàñòè D ïðèíàäëåæèò êëàññó

C (1)([0,T ℄; C (S)). Ïóñòü òåïåðü �u = u1 + u2 . Òîãäàu2 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü çàäà÷å8>><>>: ��t (�u2� u2)� u2 = 0,u2(P, t) = g(P, t)� u0(P)� u1(P, t),u2jt=0 = 0.Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò èçòåîðåìû 1.Ïðè ðàññìîòðåíèè âíåøíåé çàäà÷è ñëåäóåò íàëî-æèòü óñëîâèå íà u0(M), òàê êàê ðåøåíèå äîëæíîáûòü ðåãóëÿðíûì íà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî óñëîâèåìîæíî çàäàòü, íàïðèìåð, â ñëåäóþùåì âèäå: 9R0è { > 0: 8M , RM0 > R0 :ju0(M)j6 e�{RM0 . (18)Òàêîå òðåáîâàíèå âûãëÿäèò ñëèøêîì ñèëüíûì, îäíà-êî äëÿ �óíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2),îíî âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, à âûïîëíåíèå óñëîâèÿðåãóëÿðíîñòè ñòàíîâèòñÿ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ îöåíêè,àíàëîãè÷íîé (12) (âûâîä îïèðàåòñÿ íà ïðåäñòàâëå-íèå (16) èç ëåììû 5), î÷åâèäíûì. Èòàê, äîêàçàíàÒ å î ð å ì à 3. Åñëè u0(M) íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìà, à g(P, t) íåïðåðûâíà ïî P , íåïðåðûâ-íî äè��åðåíöèðóåìà ïî t è g(P, 0) = u0(P), òîñóùåñòâóþò êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ âíóòðåííåéè âíåøíåé (ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (18)) çàäà÷Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðàòè�èêàöèè.2. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿÂ ïðåäûäóùåì ïóíêòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êëàñ-ñè÷åñêèå ðåøåíèÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé íà÷àëü-íî-êðàåâûõ çàäà÷ Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðàòè-�èêàöèè ñóùåñòâóþò è ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììûäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ è îáúåì-íîãî ïîòåíöèàëà. Äîêàæåì, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ åäèí-ñòâåííû.Ò å î ð å ì à 4. Âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ çàäà÷èÄèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ñòðàòè�èêàöèè èìåþò íåáîëåå îäíîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. �àññìîòðèì çàäà÷ó (13),ãäå ïîä D áóäåì òåïåðü ïîäðàçóìåâàòü êàê âíóòðåí-íþþ, òàê è âíåøíþþ îáëàñòü. Ïóñòü u(1) è u(2) ÿâ-ëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äàííîé çàäà÷è è w = u(2)� u(1) .Òîãäà w óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé çàäà÷å:8>><>>: ��t (�w�w)�w = 0,w(P, t) = 0,w(M, 0) = 0,êîòîðàÿ ïðè w 2 C (1)([0,T ℄; C (2)(D)) äîïóñêàåò çà-ïèñü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå8>><>>:�w�w = tZ0 wd�,wjS = 0.6 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



12 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 6Ôîðìàëüíî ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è âûïèñûâàåò-ñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè �ðèíà G(M,Q) (�óíêöèèâëèÿíèÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà) çàäà÷è Äèðèõëå äëÿóðàâíåíèÿ Êèðõãî�à ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìèw(M, t) = ZD G(M,Q) tZ0 w(Q, �)d� dvQ,èç êîòîðîãî ñëåäóåò îöåíêà (â ñèëó ïîëîæèòåëüíî-ñòè G)jw(M, t)j 6maxM2D ZD G(M,Q)dvQ tZ0 maxQ2D jw(Q, �)jd�.(19)Ïîñêîëüêó w(M, t) íåïðåðûâíà ïî âñåì àðãóìåíòàìè ðåãóëÿðíà íà áåñêîíå÷íîñòè (â ñëó÷àå âíåøíåéçàäà÷è), ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî jwj 6 W < 1 .Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ G(M,Q) èíòåãðèðóåìà ïî Qêàê äëÿ âíóòðåííåé, òàê è äëÿ âíåøíåé çàäà÷èè âåëè÷èíà èíòåãðàëà îãðàíè÷åíà ïðè M 2 D . Òàêèìîáðàçîì, ñïðàâåäëèâà îöåíêàjwj6 K tZ0W d� =WKt, K =maxM2D ZD G(M,Q)dvQ .Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò â ïðàâóþ ÷àñòü�îðìóëû (19), ïîëó÷èì jwj6W K2t22 . Ïîâòîðÿÿ îïå-ðàöèþ n ðàç, ïîëó÷èì îöåíêó jwj 6 W Kntnn! , ãäån ïðîèçâîëüíî. Òàêîé îöåíêå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü

òîëüêî w� 0, ÷òî äîêàçûâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøå-íèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíòû 05-01-00122, 05-01-00144) è ïðåçè-äåíòñêîé ïðîãðàììû ïîääåðæêè ìîëîäûõ êàíäèäà-òîâ íàóê (ÌÊ-1513.2005.9).Ëèòåðàòóðà1. Ïëåòíåð Þ.Ä. // ÆÂÌ è ÌÔ. 1992. 32. � 12.C. 1885.2. Àñòðàòîâ Â.Í., Èëüèíñêèé À.Â., Êèñåëåâ Â.À. //Ôèçèêà òâåðäîãî òåëà. 1984. 26, � 9. C. 2843.3. Ôóðìàí À.Ñ. // Ôèçèêà òâåðäîãî òåëà. 1986. 28, � 7.C. 2083.4. Êîðïóñîâ Ì.Î., Ïëåòíåð Þ.Ä., Ñâåøíèêîâ À.�. //ÆÂÌ è ÌÔ. 2000. 40, � 8. C. 1237.5. Êîðïóñîâ Ì.Î., Ïëåòíåð Þ.Ä., Ñâåøíèêîâ À.�. //ÆÂÌ è ÌÔ. 1999. 39, � 6. C. 1006.6. �àáîâ Ñ.À. Íîâûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèèâîëí. Ì., 1998.7. �àáîâ Ñ.À., Ñâåøíèêîâ À.�. Ëèíåéíûå çàäà÷è íåñòà-öèîíàðíîé òåîðèè âíóòðåííèõ âîëí. Ì., 1990.8. �àáîâ Ñ.À., Ñâåøíèêîâ À.�. Çàäà÷è äèíàìèêè ñòðà-òè�èöèðîâàííûõ æèäêîñòåé. Ì., 1986.9. Òèõîíîâ À.Í., Ñàìàðñêèé À.À. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè-÷åñêîé �èçèêè. Ì., 1977.10. Âàñèëüåâà À.Á., Òèõîíîâ Í.À. Èíòåãðàëüíûå óðàâíå-íèÿ. Ì., 2002.11. Òðåíîãèí Â.À. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. Ì., 1980.Ïîñòóïèëà â påäàêöèþ04.10.06


