
Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 2 15ÓÄÊ 519.634 ÎÁ ÎÁÎÁÙÅÍÈÈ ÒÅÎ�ÅÌÛ ÄÆÎÍÑÀÌ.Ä. Ìàëûõ(êà�åäðà ìàòåìàòèêè)E-mail: malykham�mtu-net.ru�àññìîòðåíà ñâÿçü ìåæäó òîïîëîãèåé îáëàñòè, â êîòîðîé ïîñòàâëåíà êðàåâàÿ çàäà÷àäëÿ óðàâíåíèÿ �v+�v = f , è òîïîëîãèåé ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà.Äàíî îáîáùåíèå òåîðåìû Äæîíñà â íàïðàâëåíèè åå ñáëèæåíèÿ ñ òåîðåìîé Âåéëÿ��îí Íåéìàíà.�ÿä ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàññìîòðåíèèêðàåâûõ çàäà÷ â íåêîìïàêòíûõ îáëàñòÿõ, ñâÿçàí ñîñëåäóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì. Èññëåäîâàòü ðàçðåøè-ìîñòü ñêàëÿðíîé çàäà÷è â êîìïàêòíîé îáëàñòè óäà-åòñÿ ëåãêî áëàãîäàðÿ ââåäåíèþ ïðîñòðàíñòâà Ñîáî-ëåâà. Ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿïîñëåäíåå ïåðåñòàåò áûòü �óíêöèåé íà X , èíûìèñëîâàìè, çàáûâàåòñÿ òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà X ,íî ïðè ýòîì ìåæäó îáúåêòàìè, èìåþùèìè ñìûñëâ òîïîëîãèè ÆW 12(X), è îáúåêòàìè, èìåþùèìè ñìûñëâ òîïîëîãèè Rn , èìååòñÿ óñêîëüçàþùàÿ ïðè òàêîìïîäõîäå ñâÿçü.Îáðàòèìñÿ ê âàæíåéøåìó ðåçóëüòàòó òåîðèè âîë-íîâîäîâ è ðóïîðîâ � òåîðåìå Äæîíñà [1℄ î ñóùå-ñòâåííîì ñïåêòðå.�àññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå îá îòûñêàíèè �óíê-öèè v , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì(�v+ �qv = f â X,vj�X = 0 (1)ïðè äàííûõ îáëàñòè X åâêëèäîâà n-ìåðíîãîïðîñòðàíñòâà, âåùåñòâåííîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé�óíêöèè q , ðàâíîé åäèíèöå âíå íåêîòîðîãî êîì-ïàêòà, è âåùåñòâåííîãî èëè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà � .Â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà ÆW 12(X) ýòó çàäà÷ó ìîæíîçàïèñàòü òàê: v� �Av = Hf ,ãäå A è H � îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, ïîðîæäåí-íûå áèëèíåéíûìè �îðìàìèZX q(x)dx vw� è ZX dx vw�ñîîòâåòñòâåííî.Èç íåñêîëüêèõ ïî÷òè âñåãäà ýêâèâàëåíòíûõîïðåäåëåíèé ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê îïåðà-òîðà ïðèìåì ñëåäóþùèå. �åçîëüâåíòà R(A,�) == (E � �A)�1 îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿãîëîìîð�íîé îïåðàòîð-�óíêöèåé â íåêîòîðîé îò-êðûòîé îáëàñòè ïëîñêîñòè � , ñîâîêóïíîñòü âñåõîñîáûõ òî÷åê íàçûâàþò ñïåêòðîì A è ïèøóò �(A);ñïåêòðîì çàäà÷è Äèðèõëå íàçûâàþò ñïåêòð ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî îïåðàòîðà A. Ïðè ýòîì åñëè îïåðàòîð Añàìîñîïðÿæåííûé, òî �(A)� R . Ñðåäè îñîáûõ òî÷åêðåçîëüâåíòû âûäåëèì ïîëþñà: îñîáàÿ òî÷êà � = �0íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì ðåçîëüâåíòû, åñëè â íåêîòîðîéïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ðåçîëüâåíòàïðåäñòàâèìà â âèäå(E � �A)�1 == PN (���0)�N +. . .+P1(���0)�1+ 1Xn=0Qn(���0)n,ãäå Pn � íåêîòîðûå êîíå÷íîìåðíûå îïåðàòîðû,à Qn � íåêîòîðûå îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû. Ïðèýòîì, êàê îáû÷íî, N íàçûâàþò ïîðÿäêîì ïîëþñà,à P1 � âû÷åòîì. Ïðî÷èå îñîáåííîñòè íàçûâàþò ñó-ùåñòâåííûìè, à èõ ñîâîêóïíîñòü � ñóùåñòâåííûìñïåêòðîì è îáîçíà÷àþò êàê �ess(A).Òåîðåìó Äæîíñà ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü òàê: äâåçàäà÷è âèäà (1), ðàññìàòðèâàåìûå ñîîòâåòñòâåí-íî â îáëàñòÿõ X = X1 è X = X2 , èìåþò îäèíè òîò æå ñóùåñòâåííûé ñïåêòð, åñëè îáëàñòèX1 è X2 ñîâïàäàþò âíå íåêîòîðîãî êîìïàêòàè X1 � êîíóñ èëè öèëèíäð. Íèæå ìû äîêàæåì ååîáîáùåíèå.Ò å î ð å ì à 1 (îáîáùåíèå òåîðåìû Äæîíñà). Ñó-ùåñòâåííûå ñïåêòðû îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõáèëèíåéíûìè �îðìàìèZX1 q(x) dx vw� è ZX2 q(x)dxvw�â ÆW12(X1) è ÆW12(X2) ñîîòâåòñòâåííî, ñîâïàäà-þò, åñëè ñàìè îáëàñòè X1 è X2 ñîâïàäàþò âíåíåêîòîðîãî êîìïàêòà â Rn âíå çàâèñèìîñòè îò�îðìû ñàìèõ îáëàñòåé.Áîëåå ðàçâåðíóòî. Ïóñòü äâå îáëàñòè X1 è X2ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Rn è ñîâïàäàþò â îá-ëàñòè U , òàêîé, ÷òî Zi = Xi �U � êîìïàêòíûåçàìêíóòûå îáëàñòè. Íà êàæäîì ïðîñòðàíñòâå Xiçàäàí êî-ïó÷îê ÆW12(Xi) è îïåðàòîð Ai êàê(w,Aiv) ÆW 12(Xi) = ZXi dxw�v 8 v,w 2 ÆW 12(Xi).8 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 2



16 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 2Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ñóæåíèÿ ýòèõ îïåðàòîðîâíà ÆW 12(U ) ñîâïàäàþò. Îáîáùåíèå òåîðåìû Äæîíñàóòâåðæäàåò, ÷òî �ess(A1) = �ess(A2).Ýòó òåîðåìó ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàêâàðèàíò òåîðåìû Ì.Ø. Áèðìàíà [2℄, ãîäíûé äëÿ îá-ëàñòåé ñ êàêîé óãîäíî ãðàíèöåé. Ïîñëåäíåå îáñòîÿ-òåëüñòâî îñîáåííî âàæíî äëÿ ïðèëîæåíèé, ïîñêîëü-êó â ðàäèî�èçèêå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ âîëíîâîäûñ íåãëàäêîé, íàïðèìåð ãî�ðèðîâàííîé, ãðàíèöåé.Îáîáùåíèå òåîðåìû Äæîíñà èìååò î÷åíü ïðîñòîé�èçè÷åñêèé ñìûñë: ìíîæåñòâî ÷àñòîò, ïðè êîòîðûõýíåðãèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî âîëíîâîäó, íå ìåíÿåòñÿïðè ëþáûõ ëîêàëüíûõ èçìåíåíèÿõ âîëíîâîäà, áóäüòî ðàñòÿæåíèÿ, ââåäåíèå àíòåíí èëè óãîëêîâ.Ïðè òàêîì ïðî÷òåíèè òåîðåìà Äæîíñà ÿâëÿåòñÿðàçâèòèåì òåîðåìû �. Âåéëÿ è Äæ. �îí Íåéìàíà:Ò å î ð å ì à 2 (H. Weyl, J. von Neumann). Äëÿòîãî ÷òîáû ñóùåñòâåííûå ñïåêòðû äâóõ îãðàíè-÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ A1 2 L(H1)è A2 2 L(H2) ñîâïàäàëè:�ess(A1) = �ess(A2),íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëèêîìïàêòíûé îïåðàòîð K è óíèòàðíûé U, òàêèå,÷òî A1 = U�A2U+K. (2)Ç à ì å ÷ à í è å 1. Ïåðâîíà÷àëüíî ýòî óòâåðæäå-íèå áûëî óñòàíîâëåíî Âåéëåì [3℄ â îäíó ñòîðîíóè ñîñòîÿëî â òîì, ÷òî äâà îïåðàòîðà, ðàçíîñòüêîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì, èìåþòîäèí è òîò æå ñóùåñòâåííûé ñïåêòð. Ñàì Âåéëü,âïðî÷åì, â 1909 ã. íå ìîã ñîñëàòüñÿ íà òåîðåìó�èññà è ñ�îðìóëèðîâàë ýòîò ðåçóëüòàò â òåðìèíàõñïåêòðàëüíîé òåîðèè áèëèíåéíûõ �îðì. Ïðè íàøåìîïðåäåëåíèè ñïåêòðà óêàçàííîå óòâåðæäåíèå äîêà-çûâàåòñÿ âåñüìà ïðîñòî. Èç òîæäåñòâàR(A1,�)�R(U�A2U,�) ==��R(A1,�)(A1 �U�A2U)R(U�A2U,�)òóò æå èìååìR(A1,�) [E + �KR(U�A2U,�)℄ = R(U�A2U,�). (3)Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ � 62 �ess(A2) îïåðàòîðA(�) = �KR(U�A2U,�)ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì, èìåþùèì ðàçâåòîëüêî ïîëþñà, òî â ñèëó ìåðîìîð�íîé òåîðåìûÔðåäãîëüìà îïåðàòîð[E + �KR(U�A2U,�)℄�1òîæå èìååò òîëüêî ïîëþñà è â ñèëó (3) ðåçîëüâåíòàR(A1,�) ìîæåò èìåòü òîæå òîëüêî ïîëþñà, ò. å.�ess(A1)� �ess(A2).

Ìåíÿÿ ðîëÿìè A1 è A2 , âèäèì, ÷òî â ýòîì ñîîòíî-øåíèè âîçìîæíî òîëüêî ðàâåíñòâî.Îáðàùåíèå áûëî óñòàíîâëåíî Äæ. �îí Íåéìà-íîì [4℄ â 1939 ã., çàòåì â íà÷àëå 1970-õ ãã. Õàëìîø(P.R. Halmos) âíîâü ïðèâëåê âíèìàíèå ê ýòîéòåîðåìå è ïðåäëîæèë ïåðåíåñòè åå íà íîðìàëü-íûå îïåðàòîðû, ÷òî è áûëî ñäåëàíî îäíîâðåìåííîíåñêîëüêèìè àâòîðàìè [5℄.Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå êî-ïó÷êà ãèëüáåðòîâûõ ïðî-ñòðàíñòâ è îáîáùåíèå òåîðåìû �åëëèõà�Ôðèäðèõ-ñà, äàííîå â ðàáîòå [6℄, ìîæíî äîêàçàòü äàæåáîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, èç êîòîðîãî îáîáùåíèåòåîðåìû Äæîíñà ïîëó÷àåòñÿ òåì æå ïðèåìîì, êî-òîðûé èñïîëüçóåòñÿ ïðè óêàçàííîì äîêàçàòåëüñòâåòåîðåìû Âåéëÿ��îí Íåéìàíà.Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü X1 è X2 � ïðîèçâîëüíûåòîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðûõ çàäà-íû ñåïàðàáåëüíûå êî-ïó÷êè H1 è H2 è äâà îãðà-íè÷åííûõ îïåðàòîðà A1 è A2 ñîîòâåòñòâåííî.Ïóñòü, äàëåå, â Xi èìååòñÿ îòêðûòîå ìíîæå-ñòâî Ui , òàêîå, ÷òî1) îïåðàòîðû Ai êîìïàêòíû íà äîïîëíåíèÿZi = Xi �Ui ;2) ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîðU1: H1(U1) 7! H2(U2),ïåðåâîäÿùèé ñóæåíèå A1 â A2 :(w,U�1A2U1v) = (w,A1v) 8 v,w 2 H1(U1).Òîãäà ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð U, îòîá-ðàæàþùèé H1(X1) íà H2(X2), òàêîé, ÷òîK := A1� U�A2U� êîìïàêòíûé îïåðàòîð â H1(X1) è KH1(U1) = 0 .Çäåñü êî-ïó÷îê íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì, åñëèH(X) ñåïàðàáåëüíî. Îòìåòèì, ÷òî â ñåïàðàáåëüíîìêî-ïó÷êå âñå H(U) ñåïàðàáåëüíû. Â ñàìîì äåëå,åñëè H(X) ñåïàðàáåëüíî, òî â íåì èìååòñÿ ñ÷åòíîåïëîòíîå ìíîæåñòâî V , åãî ïðîåêöèÿ íà H(U ) äàñòñ÷åòíîå ïëîòíîå ìíîæåñòâî â H(U ), à ïîýòîìó è ýòîïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî [7℄.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûåêî-ïó÷êè ñåïàðàáåëüíû, òî ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàí-ñòâà Hi(Zi) âëîæåíû â ñåïàðàáåëüíûå ïðîñòðàíñòâàH(Xi), ïîýòîìó îíè ñàìè ñåïàðàáåëüíû, à ñòàëîáûòü, è èçîìîð�íû, ò. å. ñóùåñòâóåò óíèòàðíûéîïåðàòîð U2 , îòîáðàæàþùèé H1(Z1) íà H2(Z2). Íîòîãäà â ñèëóHi(Xi) = Hi(Ui)�Hi(Zi) (i = 1, 2)è óñëîâèÿ 2) òåîðåìû ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïå-ðàòîð U , ñóæåíèÿìè êîòîðîãî íà ïðÿìûå ñëàãàåìûåáóäóò êàê ðàç U1 è U2 .Ïî ïîñòðîåíèþ K � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èçL(H1(X1)), è ê òîìó æåK� = A�1 � (U�A2U)� = A�1 �U�A�2U.



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 2 17Ïóñòü vn 2 H1(X1) � ïðîèçâîëüíàÿ ñëàáî ñõîäÿùàÿ-ñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü(w, vn)�! 0 8 w 2 H1(X1).Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå H1(X1) = H1(U1) � H1(Z1),ïðåäñòàâèì åå ýëåìåíòû â âèäåvn = v0n + v00n , v0n 2 H1(Z1), v00n 2 H1(U1).Ïîêàæåì, ÷òî vn* 0) Kv0n! 0. (4)Â ñàìîì äåëå, ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò w 2 H1(X1)òîæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåw = w0 +w00, w0 2 H1(Z1), w00 2 H1(U1),ïîýòîìó â ñèëó H1(U1)?H1(Z1) âåðíî(w, v0n) = (w0, v0n) = (w0, vn)! 0,ò. å. v0n * 0. Âñïîìíèâ, ÷òî ïî óñëîâèþ òåîðåìûA1 êîìïàêòåí íà Z1 , âèäèì, ÷òî A1v0n ñõîäèòñÿê íóëþ.Àíàëîãè÷íî ïîñêîëüêó îïåðàòîð A2 êîìïàêòåííà Z2 è Uv0n = U2v0n 2 H2(Z2), òî U�A2Uv0n òîæåñõîäèòñÿ ê íóëþ. Íî òîãäà è Kv0n ñõîäèòñÿ ê íóëþ,÷òî è äîêàçûâàåò (4).Èñïîëüçóÿ òåïåðü ðàâåíñòâî(v00,Kv00) = (v00,A1v00)� (Uv00,A2Uv00) == (v00,A1v00)� (U1v00,A2U1v00) = 0,èìååì (vn,Kvn) = (v0n,Kv0n) + 2(v00n ,Kv0n).Ïîñêîëüêó vn * 0 âëå÷åò ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü Kv0nê íóëþ è îãðàíè÷åííîñòü jjv00n jj6 jjvnjj , âåðíîvn* 0 ) (vn,Kvn)! 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî êîìïàêòíîñòè K [8℄. Òåì ñàìûìòåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Äèðè-õëå îáùàÿ òåîðåìà 3 ïîçâîëÿåò ñâîáîäíî äâèãàòüíèæíèå ãðàíèöû íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà è �àêòè÷å-ñêè ïîçâîëÿåò ñâåñòè èññëåäîâàíèå çàäà÷è Äèðèõëåâ ñëîæíîé îáëàñòè ê çàäà÷å Äèðèõëå â îáëàñòè,êîòîðàÿ äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ [9℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò 06-01-00146).Ëèòåðàòóðà1. Jones D.S. // Pro
. Camb. Phil. So
. 1954. 49. P. 668.2. Áèðìàí Ì.Ø. // Âåñòí. Ëåíèíãð. óí-òà. 1962. � 1.C. 22.3. Weyl H. // Rend. Cir
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